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1. [10] Gegeben seien die Drehimpulseigenfunktionen Ylm mit

(l̂ 21 + l̂ 22 + l̂ 23 )Ylm(θ, ϕ) = ~2 l(l + 1)Ylm(θ, ϕ),

l̂3Ylm (θ, ϕ) = ~mYlm(θ, ϕ),

l̂±Ylm(θ, ϕ) = ~
√

l(l + 1)−m(m± 1)Yl,m±1(θ, ϕ),

wobei l̂± = l̂1 ± il̂2 gilt. Berechnen Sie mit Hilfe der Leiteroperatoren die Schwan-
kungsquadrate (∆li)

2 = ⟨l̂ 2i ⟩ − ⟨l̂i⟩2 für i = 1, 2 und 3 in einem Zustand Ylm.

Hinweis: Machen Sie von der Bra-Ket-Notation Gebrauch. Beispiel:

⟨l,m|l̂3|l,m⟩ = ~m⟨l,m|l,m⟩ = ~m.

Alternativ:∫
dΩY ∗

lm(θ, ϕ)l̂3Ylm(θ, ϕ) = ~m
∫

dΩY ∗
lm(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) = ~m.

2. [7] Die Eigenzustände zu l = 2 und m = 2, 1, 0,−1,−2 seien durch

|2, 2⟩ :=


1
0
0
0
0

 , |2, 1⟩ :=


0
1
0
0
0

 , · · · , |2,−2⟩ :=


0
0
0
0
1


dargestellt. Wie lauten die zugehörigen Matrizen zur Darstellung der Drehimpuls-
operatoren l̂1, l̂2 und l̂3?

3. Die beiden Zustände |↑⟩ und |↓⟩ (
”
Spin up“ und

”
Spin down“) seien orthonormierte

Eigenzustände eines Spin-1
2
-Systems:

⟨↑ |↑⟩ = ⟨↓ |↓⟩ = 1, ⟨↑ |↓⟩ = ⟨↓ |↑⟩ = 0.

(a) [10] Verifizieren Sie

[Ŝi, Ŝj] = i~ϵijkŜk und {Ŝi, Ŝj} =
~2

2
δij,

wobei

Ŝ1 =
~
2

(
|↑⟩⟨↓ |+ |↓⟩⟨↑ |

)
,

Ŝ2 =
i~
2

(
− |↑⟩⟨↓ |+ |↓⟩⟨↑ |

)
,

Ŝ3 =
~
2

(
|↑⟩⟨↑ | − |↓⟩⟨↓ |

)
.



(b) [7] Die Eigenzustände seien durch

|↑⟩ =
(

1
0

)
und |↓⟩ =

(
0
1

)
dargestellt. Wie lauten die zugehörigen Matrizen zur Darstellung von Ŝ1, Ŝ2

und Ŝ3?

(c) [6] Es sei
(∆Si)

2 = ⟨Ŝ 2
i ⟩ − ⟨Ŝi⟩2, i = 1, 2, 3.

Berechnen Sie (∆S1)
2, (∆S2)

2 und (∆S3)
2 für den Zustand |↑⟩.


