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Übung 9

1. [6] Gegeben seien die Mengen{
Ψp⃗(x⃗ ) :=

1

(2π~) 3
2

exp

(
i

~
p⃗ · x⃗

)∣∣∣∣∣ p⃗ ∈ R3

}
,{

Ψx⃗0(x⃗ ) := δ(x⃗− x⃗0)|x⃗0 ∈ R3
}

und das Skalarprodukt

⟨Ψ|φ⟩ :=
∫

d3xΨ∗(x⃗ )φ(x⃗ ).

Berechnen Sie
⟨Ψq⃗|Ψp⃗⟩, ⟨Ψx⃗0 |Ψp⃗⟩, ⟨Ψy⃗0 |Ψx⃗0⟩.

2. [6] Das Matrixelement eines linearen Operators L im Hilbert-Raum H der quadra-
tintegrierbaren Funktionen ist definiert durch

⟨Ψ|Lφ⟩ =
∫

d3xΨ∗(x⃗ )Lφ(x⃗ ).

Den adjungierten Operator L† haben wir mittels

⟨Ψ|Lφ⟩ =: ⟨φ|L†Ψ⟩∗ ∀ φ,Ψ ∈ H,

definiert. Es sei

Lxi
Ψ(x⃗ ) = xiΨ(x⃗ ),

L∇i
Ψ(x⃗ ) = ∇iΨ(x⃗ ).

Zeigen Sie L†
xi
= Lxi

und L†
∇i

= −L∇i
.

Hinweis: Quadratintegrierbare Funktionen müssen für |x⃗ | → ∞ genügend schnell
abfallen, so dass Sie ∫

d3x∇i (Ψ
∗(x⃗ )φ(x⃗ )) = 0

verwenden dürfen.

3. Wir betrachten das Eigenwertproblem zu

A =

(
0 a
a 1

)
, 0 ̸= a ∈ R.

(a) [3] Bestimmen Sie alle Eigenwerte λ ∈ R.



(b) [3] Geben Sie die normierten Eigenvektoren an.

(c) [2] Zeigen Sie, dass die zu λ1 und λ2 gehörenden Eigenvektoren orthogonal
sind.

4. [6] Es seien Â, B̂ und Ĉ lineare Operatoren in einem Hilbert-Raum H. (Zur Verein-
fachung der Notation können Sie in dieser Aufgabe auf die Operatorhüte verzichten.)
Zeigen Sie

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂,

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ],

[ÂB̂, ĈD̂] = Â[B̂, Ĉ]D̂ + ÂĈ[B̂, D̂] + [Â, Ĉ]D̂B̂ + Ĉ[Â, D̂]B̂.

5. Für die Komponenten des Impulsoperators und des Ortsoperators gilt

[p̂i, x̂j] =
~
i
δij,

[p̂i, p̂j] = 0,

[x̂i, x̂j] = 0.

Die Komponenten des Drehimpulsoperators sind durch l̂i = ϵijkx̂j p̂k definiert.

Zeigen Sie

(a) [2] [x̂i, l̂j] = i~ϵijkx̂k,

(b) [2] [p̂i, l̂j] = i~ϵijkp̂k,

(c) [6] [l̂i, l̂j] = i~ϵijk l̂k,

(d) [4]
[∑3

i=1 l̂il̂i, l̂j

]
= 0.


